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Gidi thiéu
Cho bai toan sau:
“Tinh gid tri biéu thirc sau:
AB mod M

hay tinh phén dw cia A khi chia cho M.”

Thuat toan

Théng thudng, ching ta cé thé sir dung dinh ly Fermat nhd, dinh ly Euler dé thu nhd sé
m{ lai. Tuy nhién, chiing déu phai dua trén mét s6 trudng hop cu thé (vidu nhuw dinh ly Fermat
nhd chi dung dugc véi m 1a sd& nguyén td, con dinh ly Euler thi chi dung duoc khi
UCLN(a,m) = 1). Ngoai ra, néu ta tim cach tach sé mi ra thanh tich nhiéu s6 mii nho hon,
xong tinh Itiy thira clia a cho tirng s& mot roi nhan lai 18y du thi s& rat ton thoi gian va dé bj
16n dan tdi két qua sai. Ta muén mdt cach lam vira nhanh, vira chinh xac.

Trwdce khi bude vao thuat todn, ta can tim cach tim ra mot biéu thie tinh dw cla A khi chia
cho M. Khéng khé dé nhan ra biéu thirc d6 la:

A
A—MxInt(—)
M

Trong do, Int (ﬁ) thue chat chinh 13 phan nguyén cta thuong phép chia A cho M, va ta
nhan no 1én M 1an dé tim bdi cia M bé hon A ma gan A nhat. Phan du s& chinh 13 hiéu giira
A va boi do.

1. Thuat toan ngay tho

DGi v&i mot thuat toan thong thuong, ta sé nhan A 1én B 1an, m6i 1an nhan [én nhu vay ta
lay du cho M ngay 13p tirc. P& lam nhu vay, trudce hét, ta khdi tao bién D 1a bién luu két qua,
roi tir tr nhan B 1an s6 A vao bién dé. Do ta chwa nhan lan nao hét nén gia tri khéi tao cia D
13 A° = 1.
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Nhap vao may tinh nhw sau: [D =0A]]33MD+DXA:D=D—M><Int(%) :B=B—-1

V@i di¥ liéu khdi tao ban dau la:
A =cosd; B=s6mi; M =phiandw; D =1

Sau khi nhap vao, ta bam dau bang ((Z)) lién tuc cho tdi khi gép 16i “L6i phép tinh” (Math
ERROR) trong mdy Casio thi dirng lai va thoat ra (nghia la Iic nay B c6 gia tri la 0 va ta vira lap
xong B 1an phép nhan A véi nhau). K&t qua s& nam trong bién D.

Phan tich d6 hiéu qua: Mbi lan thuc hién da cau 1énh thi ta dat B = B — 1 va dirng lai khi
B = 0 nén ta mat B Ian thyc hién da cau lénh. Vay ta can thuc hién da cu |1énh B [an dé giai
bai todn nay. Néu nhu dé bai cho B 1a mot s6 rat 1on, vi du 5100000000 ki ¢§ rang ta khong thé
dung cach nay dugc do s& phai bdm may thyc hién téi 100000000 an da cau Iénh, cé thé 1a
bam t&i sdng hdm sau cling chua xong nita ;))) = ta cadn tim mot thuat toan hiéu qua hon.

2. Thuat toan téi wu
Ta cd mdt nhan xét sau:

AB = {(AZ)B/Z, néu B 13 s6 chin
AB=1 x A, néuBlasdlé

Vé&i treong hop B 1a s6 18, ta nhan thay A2 = AB~1 x A, ma B — 1 1a s6 chan nén ta quay
trd lai trwong hop s6 chan trén véi AZ™1, nghia 1a néu B 13 s6 1& thi

AB — (AZ)(B—I)/Z X A
Vay ta co:

A8 — { (A?)B/2 | néu B lasé chin
(4H)B-D/2 x A, néuBlasslé
7 ~ 7 N B A e N 7. Y ~ o2 \ B-1 B
Ta c6 thé rut gon thém bang nhan xét la véi B 1a s6 lé thi: - = Int (E)'

\ ~ o < . B B
con néu B la so chan thi: > = Int (E)

Do dé, ta rut gon lai duwgc thanh:

2 Int(E) ~ N
4B — {(A ) "2/, néu B la sd chan )

B
(AZ)““(E) x A, néuBlasdlé

Tl (1), ta viét ra dwoc mot thuat todn nhu sau:
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PatD = 1
Lap da cau lénh cho t&i khi B = 0:
—NéuBlaséléthigan D « D X Amod M
—Gan A « A2 mod M

) B
— Gian B « Int (E)

Trong thuat toan trén, ban dau ta gan D — A° = 1. Sau dé I3p lai t&i khi B = 0 va trong
moi lan 13p da cau lénh:

B
- Né&u B la sé 1é, nghia la roi vao trudng hop (AZ)Int(E) X A, ta nhan bién D cho A. Vay

sau khi nhan A thi phan con lai la (Az)mt@), y hét truong hop B 1a s6 chan.

- Luc nay, bai toan con cla chung ta la tinh (Az)mt(g), ta s& thuc hién gidng nhu cach ta
thuc hién véi A thoi. Do vay ta gan A « A2 va B « Int (g) va quy vé bai toan méi.
Trong ltc thuc hién gan gia tri cho A va D ta lién tuc chia l1dy du cho M.

Tuy nhién, cé mét van dé la trong may Casio, ta khong thé ty tién s&r dung thuat ngir “néu”

duogc, don gian 13 vi may tinh Casio khéng hiu “néu” 1a cai gi ;0. Vay lam sao dé né biét
khi ndo B la s& |é d& ma cho D nhan véi A day?

Ta dung mot ham f(x) nhu sau:

1, nfux=20
A, néux=1

f(x)={

Goi 7 13 phan du cla B khi chia cho 2. VAy néu B 1a s& chan thi f(r) = f(0) = 1, cdon néu
Blaséléthi f(r) = f(1) = A. Dan tdi viéc ta chi cdn gan D « D X f(r) |a dwgc (néu B
chanthiD « D x 1,B8thi D « D x A).

Vay ta tao ham f(x) nhw nao? Nhan thdy x = 0 thi f(x) = 1va x = 1 thi f(x) = A nén

ta dé dang dung duoc f(x) = A* s& thda man diéu kién ta cdn. Do d6 ta chican gdn D «
B
D x A" = D x AB2Xmt(3), Vay bidu thirc tvong duong véi “néu B 18 thi D « D x A” 13

B-2xInt(2)

D=DXA

Dé cai dit vao mady tinh Casio, ta s& lam nhuv sau:

2

B D A B
+DxAB‘2XI“t(2): D=D—Mxlnt<ﬁ>: A=A2—Mxlnt<ﬁ>: B=Int<—>

0ABMD
D= >

Bam CALC, v&i dit liéu khdi tao ban dau la:

A=cosd; B=sO0mi; M =s6chiadw; D=1
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Sau khi nhap vao, ta bam dau bang ((Z)) lién tuc cho tdi khi gip 16i “Ldi phép tinh” (Math
ERROR) trong may Casio thi dirng lai va thodt ra (nghfa la Iuc nay B c6 gia tri la 0 va ta vira lap
xong). K&t qua s& nam trong bién D.

D7 nhién 1a cé thé dirng ngay khi thdy B = 0, khéng nhat thiét phai cho Math ERROR (viéc
minh c6 tinh gdy Math Error dé khién cho viéc dirng don gidn hon).

Phan tich 6 hiéu qua: Mai Ian thuc hién da cau lénh thi ta dit B = Int (Z) va dimg lai khi
B = 0 nén ta mét khoang = log, B 1an thyc hién da ciu Iénh. Vay ta can thyc hién da cau
lénh ~ log, B |an dé giai bai toan nay. Néu nhu d& bai cho B 1a mét s6 rat lén, vi dy 5100000000
thi ta chi phai bAm mdy thuc hién ~ log, 100000000 =~ 27 lan da ciu Iénh, hoan toan cé thé
bam dwoc trong thoi gian ngdn. Vi B = 1018 (1 ti ti) thi thuat todn trén chi mat khoang 60
lan thyc hién da cau lénh!

BANG SO SANH SO LAN LAP CUA 2 THUAT TOAN

B S6 lan 13p (thuat ngay tho) S6 lan ldp (thuat téi wu)
10 10 ~ 3
100 100 ~ 7
10000 10000 ~ 14
100000 100000 ~ 17
10° (1 ti) 10° ~ 30
102 (1 nghin tf) 1012 ~ 40

Cé thé thay, sb lan |3p cha thuat todn t6i wu it hon rat rat rat rat nhiéu [an so vdi s6 an 13p
cla thuéat toan ngay tho.

Piéu kién hoat dong: Do mdy tinh Casio chi lvu két qua chinh xac dwoc téi 1015 — 1, ma
trong thuat toan clia ta can phai tinh A% va D X A xong ldy du cho M nén A € [0; M — 1]. Do
do, dé thuat toadn chay chinh xac thi ta can dam bao moi phép tinh trung gian khong tra ra gia
tri I6n hon 10° — 1, nghia 1a M < V105 — 1 =~ 31622776.

TOM TAT THUAT TOAN:

AZ

0ABMD _ B D B
D= +DxAB 2xint(3) D=D—Mxlnt<ﬁ>: A=A2—Mxlnt<ﬁ>: B=1nt<§>

B

V@i di¥ liéu khdi tao ban dau la:
A=cosd; B=s6mii; M =sb6chiadu; D=1

Diéu kién rang budc: M < 31622776.

Sau khi nhap vao, ta bam dau bang ((Z)) lién tuc cho tdi khi gip 16i “L8i phép tinh” (Math
ERROR) thi dirng lai va thoat ra. K&t qua s& nam trong bién D.
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